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A II.   (Riferito nei capitoli 2 e 13)   

La formula relativistica della massa 𝒎 = 𝒎𝟎 √𝟏 − 𝒗𝟐 𝒄𝟐⁄⁄  è utilizzata 

nell'equazione 𝑭 = 𝒅(𝒎𝒗) 𝒅𝒕⁄  del secondo principio della dinamica. La 

differenziazione conduce direttamente alla formula dell'accelerazione 

relativistica per velocità arbitrarie. Ciò confuta l'affermazione secondo cui il 

secondo principio della dinamica sia valido solo per masse costanti. 

𝑭 = 𝒎𝟎

𝒅

𝒅𝒕
 𝒗 (𝟏 −

𝒗𝟐

𝒄𝟐
)

−𝟎.𝟓

 

𝑭 = 𝒎𝟎

𝒅𝒗

𝒅𝒕
(𝟏 −

𝒗𝟐

𝒄𝟐
)

−𝟎.𝟓

− 𝟎. 𝟓𝒎𝟎𝒗 (𝟏 −
𝒗𝟐

𝒄𝟐
)

−𝟏.𝟓

(−𝟐
𝒗

𝒄𝟐
)

𝒅𝒗

𝒅𝒕
 

𝑭 = 𝒎𝟎 (𝟏 −
𝒗𝟐

𝒄𝟐
)

−𝟎.𝟓
𝒅𝒗

𝒅𝒕
+ 𝒎𝟎  (𝟏 −

𝒗𝟐

𝒄𝟐
)

−𝟎.𝟓

(𝟏 −
𝒗𝟐

𝒄𝟐
)

−𝟏.𝟎
𝒗𝟐

𝒄𝟐

𝒅𝒗

𝒅𝒕
 

𝑭 = 𝒎𝟎 (𝟏 −
𝒗𝟐

𝒄𝟐
)

−𝟎.𝟓

(𝟏 + (𝟏 −
𝒗𝟐

𝒄𝟐
)

−𝟏.𝟎
𝒗𝟐

𝒄𝟐
) 

𝒅𝒗

𝒅𝒕
 

𝑭 = 𝒎𝟎 (𝟏 −
𝒗𝟐

𝒄𝟐
)

−𝟎.𝟓

(𝟏 +

𝒗𝟐

𝒄𝟐

𝟏 −
𝒗𝟐

𝒄𝟐

) 
𝒅𝒗

𝒅𝒕
 

𝑭 = 𝒎𝟎 (𝟏 −
𝒗𝟐

𝒄𝟐
)

−𝟏.𝟓

 
𝒅𝒗

𝒅𝒕
 

               𝒂 =
𝑭

𝒎𝟎
(𝟏 −

𝒗𝟐

𝒄𝟐
)

𝟑
𝟐

                        



A III.  (Riferito nel capitolo 8)   

Per l'esperimento ideale descritto nella Figura 9, viene qui eseguita 

un'ulteriore derivazione che utilizza la legge di conservazione della quantità 

di moto. 

       𝑶𝒆  𝒗𝒆                                           𝑶𝑳  

                   𝒗𝒆               𝒗𝒆 

          𝒎𝒆             𝒎𝒆                𝒎𝟎 

Fig. 9 

𝒎𝟎𝒆𝒗𝒆𝒆

√𝟏 −
𝒗𝒆𝒆

𝟐

𝒄𝟐

=
𝟐𝒎𝟎𝒆𝒗𝒆

𝟏 −
𝒗𝒆

𝟐

𝒄𝟐

            ⇒  

𝒗𝒆𝒆
𝟐

𝟏 −
𝒗𝒆𝒆

𝟐

𝒄𝟐

= 𝟒
𝒗𝒆

𝟐

𝟏 − 𝟐
𝒗𝒆

𝟐

𝒄𝟐 +
𝒗𝒆

𝟒

𝒄𝟒

             ⇒ 

𝒗𝒆𝒆
𝟐 − 𝟐

𝒗𝒆𝒆
𝟐 𝒗𝒆

𝟐

𝒄𝟐
+

𝒗𝒆𝒆
𝟐 𝒗𝒆

𝟒

𝒄𝟒
=  𝟒𝒗𝒆

𝟐 − 𝟒
𝒗𝒆𝒆

𝟐 𝒗𝒆
𝟐

𝒄𝟐
       ⇒ 

𝒗𝒆𝒆
𝟐 + 𝟐

𝒗𝒆𝒆
𝟐 𝒗𝒆

𝟐

𝒄𝟐
+

𝒗𝒆𝒆
𝟐 𝒗𝒆

𝟒

𝒄𝟒
=  𝟒𝒗𝒆

𝟐       ⇒ 

𝒗𝒆𝒆 +
𝒗𝒆𝒆𝒗𝒆

𝟐

𝒄𝟐
= 𝟐𝒗𝒆     ⇒ 

           𝒗𝒆𝒆 =
𝟐𝒗𝒆

𝟏 +
𝒗𝒆

𝟐

𝒄𝟐

                  (8.6) 
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A IV.  (Riferito nel capitolo 10)    

         𝑶𝟏     𝒗𝟏                                                                           𝑶 

                       𝒗𝟏                  𝒗𝟐 

          𝒎𝟏           𝒎𝟐                   𝒎𝟎 

Fig. 14 

Con riferimento all'esperimento ideale descritto in Figura 14, viene qui eseguita un'ulteriore 

dimostrazione, che utilizza la legge di conservazione dell'energia. Dal punto di vista 

dell'osservatore 𝑶𝟏 risulta: 

 𝒎𝟏 si trova in quiete, 

 𝒎𝟐 si muove con la velocità relativa 𝒗𝟏𝟐, che qui viene calcolata per velocità qualsiasi 

(per basse velocità, come è noto, vale la semplice somma algebrica: 𝒗𝟏𝟐 = 𝒗𝟏 + 𝒗𝟐),   

 𝒎𝟎 si muove con la velocità 𝒗𝟏.  

Per questo la dimostrazione può essere introdotta dalla seguente equazione: 

 𝒎𝟎𝟏𝒄𝟐 + 
𝒎𝟎𝟐𝒄𝟐

√𝟏 − 𝜷𝟏𝟐
𝟐

=
𝒎𝟎𝒄𝟐

√𝟏 − 𝜷𝟏
𝟐

          (AIV. 1) 

I termini per 𝒎𝟎𝟏 dall‘equazione (10.3)  

     
𝒎𝟎𝟏

√𝟏 − 𝜷𝟏
𝟐

=
𝒎𝟎𝟐

√𝟏 − 𝜷𝟐
𝟐

𝜷𝟐

𝜷𝟏
                       (10.3) 

e per 𝒎𝟎 dall‘equazione (10.4)  

   𝒎𝟎 =
𝒎𝟎𝟐

√𝟏 − 𝜷𝟐
𝟐

(𝟏 +
𝜷𝟐

𝜷𝟏
)                       (10.4) 

Vengono utilizzati nell‘espressione (AIV.1): 

𝒎𝟎𝟐

√𝟏 − 𝜷𝟐
𝟐

𝜷𝟐

𝜷𝟏

√𝟏 − 𝜷𝟏
𝟐 +

𝒎𝟎𝟐

√𝟏 − 𝜷𝟏𝟐
𝟐

=
𝒎𝟎𝟐

√𝟏 − 𝜷𝟐
𝟐√𝟏 − 𝜷𝟏

𝟐

(𝟏 +
𝜷𝟐

𝜷𝟏
) 

𝜷𝟐
𝜷𝟏

√𝟏 − 𝜷𝟏
𝟐√𝟏 − 𝜷𝟏𝟐

𝟐 + √𝟏 − 𝜷𝟐
𝟐

√𝟏 − 𝜷𝟐
𝟐√𝟏 − 𝜷𝟏𝟐

𝟐

=
(𝟏 +

𝜷𝟐
𝜷𝟏

)

√𝟏 − 𝜷𝟐
𝟐√𝟏 − 𝜷𝟏

𝟐

 

𝜷𝟐

𝜷𝟏
(𝟏 − 𝜷𝟏

𝟐)√𝟏 − 𝜷𝟏𝟐
𝟐 + √𝟏 − 𝜷𝟐

𝟐√𝟏 − 𝜷𝟏
𝟐 = √𝟏 − 𝜷𝟏𝟐

𝟐 +
𝜷𝟐

𝜷𝟏

√𝟏 − 𝜷𝟏𝟐
𝟐  
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𝜷𝟐

𝜷𝟏

√𝟏 − 𝜷𝟏𝟐
𝟐 − 𝜷𝟏𝜷𝟐√𝟏 − 𝜷𝟏𝟐

𝟐 + √𝟏 − 𝜷𝟐
𝟐√𝟏 − 𝜷𝟏

𝟐 = √𝟏 − 𝜷𝟏𝟐
𝟐 +

𝜷𝟐

𝜷𝟏

√𝟏 − 𝜷𝟏𝟐
𝟐  

√𝟏 − 𝜷𝟐
𝟐√𝟏 − 𝜷𝟏

𝟐 = (𝟏 + 𝜷𝟏𝜷𝟐) √𝟏 − 𝜷𝟏𝟐
𝟐  

(𝟏 − 𝜷𝟐
𝟐)(𝟏 − 𝜷𝟏

𝟐) = (𝟏 + 𝜷𝟏𝜷𝟐)𝟐(𝟏 − 𝜷𝟏𝟐
𝟐 ) 

𝟏 − 𝜷𝟏
𝟐 − 𝜷𝟐

𝟐 + 𝜷𝟏
𝟐𝜷𝟐

𝟐 = 𝟏 + 𝟐𝜷𝟏𝜷𝟐 + 𝜷𝟏
𝟐𝜷𝟐

𝟐 − (𝟏 + 𝜷𝟏𝜷𝟐)𝟐𝜷𝟏𝟐
𝟐  

−𝜷𝟏
𝟐 − 𝜷𝟐

𝟐 = 𝟐𝜷𝟏𝜷𝟐 − (𝟏 + 𝜷𝟏𝜷𝟐)𝟐𝜷𝟏𝟐
𝟐  

(𝟏 + 𝜷𝟏𝜷𝟐)𝟐𝜷𝟏𝟐
𝟐 = (𝜷𝟏 + 𝜷𝟐)𝟐 

𝜷𝟏𝟐 =
𝜷𝟏 + 𝜷𝟐

𝟏 + 𝜷𝟏𝜷𝟐
  

                            𝒗𝟏𝟐 =
𝒗𝟏 + 𝒗𝟐

𝟏 +
𝒗𝟏𝒗𝟐

𝒄𝟐

                 (10.6) 

Q.E.D. 
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A V.   (Riferito nel capitolo 11)    

Velocità dal punto di vista di un osservatore che si muove in direzione ortogonale. 

                  𝑶                                       𝑶′       

           𝒗𝒙                          𝒗𝒙                        𝒗                                   𝒗    

  𝒎𝒆               𝒎𝟎                  𝒎𝒆                                         

               𝒗𝒚 

 

Prendiamo in considerazione l’urto centrale tra due elettroni che si muovono l'uno verso 

l'altro alle stesse velocità 𝒗𝒙, come illustrato a sinistra in figura.  

Supponiamo che a seguito della collisione si formi una nuova particella di massa 𝒎𝟎 che, dal 

punto di vista di un osservatore 𝑶, si trovi nell'origine di un sistema di riferimento in quiete 

con lui. 

Consideriamo ora lo stesso esperimento ideale dal punto di vista di un secondo osservatore 𝑶′ 

che si muova verso l'alto alla velocità 𝒗𝒚 ortogonale alla direzione del moto degli elettroni 

collidenti (vedi in figura a destra). 

Dal punto di vista di 𝑶, a causa della legge di conservazione dell'energia, risulta quanto segue 

(vedi nella figura a sinistra): 

 𝒎𝟎𝒄𝟐 =  
𝟐𝒎𝟎𝒆𝒄𝟐

√𝟏 −
𝒗𝒙

𝟐

𝒄𝟐

                    (V. 1)      

Dal punto di vista dell'osservatore 𝑶′, la particella formata dopo la collisione si muove lungo 

l'asse Y verso il basso con la velocità 𝒗𝒚 (vedi a destra nella figura) e quindi per lui risulta: 

       
𝒎𝟎𝒄𝟐

√𝟏 −
𝒗𝒚

𝟐

𝒄𝟐

=
𝟐𝒎𝟎𝒆𝒄𝟐

√𝟏 −
𝒗𝟐

𝒄𝟐

                   (V. 2) 

Sostituendo l’equazione (V.1) nella relazione (V.2) si ottiene:   

       
𝟐𝒎𝟎𝒆𝒄𝟐

√𝟏 −
𝒗𝒙

𝟐

𝒄𝟐
√𝟏 −

𝒗𝒚
𝟐

𝒄𝟐

=
𝟐𝒎𝟎𝒆𝒄𝟐

√𝟏 −
𝒗𝟐

𝒄𝟐

                  

(𝟏 −
𝒗𝒙

𝟐

𝒄𝟐
) (𝟏 −

𝒗𝒚
𝟐

𝒄𝟐
) =  𝟏 −

𝒗𝟐

𝒄𝟐
       

𝟏 −
𝒗𝒙

𝟐

𝒄𝟐
−

𝒗𝒚
𝟐

𝒄𝟐
+

𝒗𝒙
𝟐𝒗𝒚

𝟐

𝒄𝟒
= 𝟏 −

𝒗𝟐

𝒄𝟐
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Di qui segue: 

𝒗𝟐 = 𝒗𝒙
𝟐 + 𝒗𝒚

𝟐 −
𝒗𝒙

𝟐𝒗𝒚
𝟐

𝒄𝟐
           (V. 3) 

È facile ravvisare che la relazione (V.3) per 𝒗𝒙 ≪ 𝒄 e 𝒗𝒚 ≪ 𝒄 si riduce a 𝒗𝟐 = 𝒗𝒙
𝟐 + 𝒗𝒚

𝟐, così 

come è noto sia valido per l'addizione di vettori ortogonali. 

Se una o entrambe le componenti sono uguali a 𝒄, allora risulta: 𝒗 = 𝒄.  

Per altri valori arbitrari di 𝒗𝒙 e 𝒗𝒚, secondo la relazione (V.3), 𝒗 non supera in nessun caso la 

velocità della luce, come del resto è da aspettarsi in base alla teoria della relatività. 

 


